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Àííîòàöèÿ
àáîòà ñîäåðæèò êðàòêóþ áèîãðàèþ âûäàþùåãîñÿ ó÷åíîãî-ãåîìåòðà çàñëóæåííîãî
äåÿòåëÿ íàóêè ÑÔÑ ïðîåññîðà Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà À.Ï. Øèðîêîâà (19261998).
Îòðàæåí âêëàä, âíåñåííûé À.Ï. Øèðîêîâûì è åãî ó÷åíèêàìè â ðàçâèòèå ãåîìåòðèè îáîá-
ùåííûõ áèàêñèàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, òåîðèè ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðàìè, ãåîìåòðèè êà-
ñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé è ðàññëîåíèé Âåéëÿ, ãåîìåòðèè Ëàãåððà, ãåîìåòðèè áåñêîíå÷íî-
ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, òåîðèè ñâÿçíîñòåé â ðàññëîåíèÿõ, ãåîìåòðèè íååâêëèäîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ è äðóãèõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: áàíàõîâî ìíîãîîáðàçèå, áåñêîíå÷íîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, Âåéëÿ
ðàññëîåíèå, êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå, Ëàãåððà ãåîìåòðèÿ, Ëîáà÷åâñêîãî ïðîñòðàíñòâî, ìíî-
ãîîáðàçèå íàä àëãåáðîé, îáîáùåííîå áèêñèàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íàä àëãåáðîé, ñâÿçíîñòåé òåîðèÿ.
21 äåêàáðÿ 2006 ãîäà èñïîëíèëîñü 80 ëåò ñî äíÿ ðîæäåíèÿ âûäàþùåãîñÿ ó÷åíîãî
Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà çàñëóæåííîãî äåÿòåëÿ íàóêè ÑÔÑ
ïðîåññîðà Àëåêñàíäðà Ïåòðîâè÷à Øèðîêîâà (21.12.1926  29.09.1998), âîçãëàâ-
ëÿâøåãî â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò Êàçàíñêóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ øêîëó è âíåñøåãî
ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå ãåîìåòðè÷åñêîé íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ â
îññèè.
À.Ï. Øèðîêîâ ðîäèëñÿ â Êàçàíè â ñåìüå âûäàþùåãîñÿ ñîâåòñêîãî ãåîìåòðà,
îñíîâàòåëÿ êàåäðû ãåîìåòðèè Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà, ïðîåññîðà Ïåòðà Àëåê-
ñååâè÷à Øèðîêîâà. ßðêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ñïîñîáíîñòè ïðîÿâèëèñü ó Àëåêñàíäðà
Ïåòðîâè÷à óæå â øêîëüíîì âîçðàñòå, è â ðàçâèòèè ýòèõ ñïîñîáíîñòåé è èíòåðåñà
ê ìàòåìàòèêå åãî îòåö ñûãðàë íåìàëóþ ðîëü. Ìàòü Àëåêñàíäðà Ïåòðîâè÷à, Øèðî-
êîâà Íàòàëüÿ Àëåêñàíäðîâíà, ðàáîòàëà â Èíñòèòóòå íàó÷íîé îðãàíèçàöèè òðóäà.
Âïîñëåäñòâèè îíà çàùèòèëà äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ ïî èëîëîãèè è ñòàëà ïðî-
åññîðîì êàåäðû ðóññêîãî ÿçûêà è ëèòåðàòóðû Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà.
Â 1943 ã., ñäàâ ýêñòåðíîì ýêçàìåíû çà 10-é êëàññ, Àëåêñàíäð Ïåòðîâè÷ ïîñòóïèë
íà ñàìîëåòîñòðîèòåëüíûé àêóëüòåò Êàçàíñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà. Ïîñëå
âòîðîãî êóðñà îí ïåðåâåëñÿ íà èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé àêóëüòåò Êàçàíñêîãî óíè-
âåðñèòåòà. Â 1944 ã. ñêîí÷àëñÿ Ïåòð Àëåêñååâè÷ Øèðîêîâ, ó êîòîðîãî ñ îñåíè 1943
ãîäà îáîñòðèëîñü çàáîëåâàíèå ñåðäöà. Çàâåäîâàòü êàåäðîé ãåîìåòðèè Êàçàíñêîãî
óíèâåðñèòåòà áûë ïðèãëàøåí èç Íîâîñèáèðñêà ïðîåññîð À.Ï. Íîðäåí. Íà èç-
ìàòå Àëåêñàíäð Ïåòðîâè÷ Øèðîêîâ, íàó÷íûå èíòåðåñû êîòîðîãî ñîðìèðîâàëèñü
ïîä âëèÿíèåì îòöà, ñïåöèàëèçèðóåòñÿ ïî ãåîìåòðèè. Â 1949 ã. îí îêîí÷èë ñ îòëè-
÷èåì óíèâåðñèòåò è ïîñòóïèë â àñïèðàíòóðó íà êàåäðó ãåîìåòðèè ê ïðîåññîðó
À.Ï. Íîðäåíó.
Êàíäèäàòñêàÿ äèññåðòàöèÿ Àëåêñàíäðà Ïåòðîâè÷à ¾åîìåòðèÿ îáîáùåííûõ áè-
àêñèàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ¿, çàùèùåííàÿ â 1952 ã., ïîñâÿùåíà ãåîìåòðèè áèïëàíàð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Áèïëàíàðíûå ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ áèàêñèàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, äèåðåíöèàëüíàÿ
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ãåîìåòðèÿ êîòîðûõ áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ À.Ï. Íîðäåíà [38, 39℄. Íà ãèïåðïîâåðõ-
íîñòÿõ áèïëàíàðíîãî ïðîñòðàíñòâà èíäóöèðóþòñÿ ñòðóêòóðû êîìïëåêñíûõ àíàëè-
òè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, ÷òî ïîòðåáîâàëî èçó÷åíèÿ ãåîìåòðèè êîìïëåêñíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ àèííîé ñâÿçíîñòè, òàê íàçûâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ A2n . åçóëüòàòû äèñ-
ñåðòàöèè áûëè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [68℄. àçâèòèå èäåé êàíäèäàòñêîé äèññåðòà-
öèè ïðèâåëî â äàëüíåéøåì ê ïîÿâëåíèþ òåîðèè ìíîãîîáðàçèé íàä àññîöèàòèâíûìè
êîììóòàòèâíûìè àëãåáðàìè îáùåãî âèäà.
Ñ 1 ñåíòÿáðÿ 1952 ã. Àëåêñàíäð Ïåòðîâè÷ ïðèñòóïèë ê ïðåïîäàâàòåëüñêîé ðà-
áîòå íà êàåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, à çàòåì íà êàåäðå ãåîìåòðèè. Â ýòî
âðåìÿ îí ðóêîâîäèò ðàáîòîé ñòóäåí÷åñêèõ íàó÷íûõ êðóæêîâ, ÿâëÿåòñÿ ïðåäñåäàòå-
ëåì ñòóäåí÷åñêîãî íàó÷íîãî îáùåñòâà. Â 1957 ã. åìó áûëî ïðèñâîåíî ó÷åíîå çâàíèå
äîöåíòà.
Ïîñëå çàùèòû êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè Àëåêñàíäð Ïåòðîâè÷ ïðîäîëæàåò èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïî ãåîìåòðèè îáîáùåííûõ ïðîñòðàíñòâ, óäåëÿÿ îñîáîå âíèìàíèå ïðî-
ñòðàíñòâàì ñ êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííûìè àèíîðíûìè ïîëÿìè [6971℄. Â ýòî æå
âðåìÿ èì áûëà ïðîäåëàíà áîëüøàÿ ðàáîòà ïî ïîäãîòîâêå ê ïóáëèêàöèè ðóêîïèñåé
èç àðõèâà Ïåòðà Àëåêñååâè÷à Øèðîêîâà (ñì. [98℄). Ïî ïðåäëîæåíèþ À.Ï. Íîð-
äåíà íà îñíîâå êîíñïåêòà ëåêöèé Ï.À. Øèðîêîâà Àëåêñàíäðîì Ïåòðîâè÷åì áûëà
íàïèñàíà ìîíîãðàèÿ ¾Àèííàÿ äèåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ¿, îïóáëèêîâàí-
íàÿ â 1959 ã. â ãîñóäàðñòâåííîì èçäàòåëüñòâå èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû
[96℄. Â 1962 ãîäó îíà áûëà ïåðåâåäåíà íà íåìåöêèé ÿçûê [122℄ è, íàðÿäó ñ êíèãîé
Â. Áëÿøêå [107℄, îêàçàëà ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â ðóñ-
ëå àèííîé äèåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè (ñì. [123, ñ. 133℄). åçóëüòàòû è èäåè,
ñîäåðæàùèåñÿ â ýòîé êíèãå, øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ
è ó÷åáíèêàõ ïî àèííîé äèåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè (ñì., íàïðèìåð, [22, 50,
116, 123℄). Â 1966 ã. âûøëî ïîäãîòîâëåííîå Àëåêñàíäðîì Ïåòðîâè÷åì ê ïóáëèêàöèè
âòîðîå èçäàíèå ìîíîãðàèè Ï.À. Øèðîêîâà ¾Òåíçîðíîå èñ÷èñëåíèå¿ (ñì. [97℄).
Â 1967 ã. À.Ï. Øèðîêîâ çàùèùàåò äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ ¾Ïðîñòðàíñòâà,
îïðåäåëÿåìûå àëãåáðàìè¿ [78℄, â êîòîðîé îí ðàçâèë îáùóþ òåîðèþ äèåðåíöè-
ðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé è ïðîñòðàíñòâ àèííîé ñâÿçíîñòè íàä êîììóòàòèâíûìè
àññîöèàòèâíûìè óíèòàëüíûìè àëãåáðàìè.
Ñ 1968 ãîäà À.Ï. Øèðîêîâ  ïðîåññîð êàåäðû ãåîìåòðèè Êàçàíñêîãî óíè-
âåðñèòåòà. Â 1970 ã. åìó ïðèñâîåíî ó÷åíîå çâàíèå ïðîåññîðà.
Ïîñëå çàùèòû äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Àëåêñàíäð Ïåòðîâè÷ âìåñòå ñ àñïèðàí-
òàìè ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèå ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðàìè. Îñîáîå
âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïðèëîæåíèÿì îáùåé òåîðèè â ëèíåé÷àòîé ãåîìåòðèè, ãåîìåò-
ðèè íååâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ è ãåîìåòðèè êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé. Îáíàðóæå-
íèå À.Ï. Øèðîêîâûì åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðû ìíîãîîáðàçèÿ íàä àëãåáðîé ïëþ-
ðàëüíûõ ÷èñåë R(εr) íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè r -ãî ïîðÿäêà T rM äèåðåíöè-
ðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ M [83℄ ïîçâîëèëî ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ èçëîæèòü òåîðèþ
ëèòîâ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà êàñàòåëüíûå ðàññëîåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Â
ðàáîòå [88℄ À.Ï. Øèðîêîâûì åñòåñòâåííûå ñòðóêòóðû ìíîãîîáðàçèé íàä ëîêàëü-
íûìè àëãåáðàìè áûëè ââåäåíû íà ðàññëîåíèÿõ áåñêîíå÷íî áëèçêèõ òî÷åê â ñìûñëå
À. Âåéëÿ [126℄, èãðàþùèõ âàæíóþ ðîëü â äèåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè âûñøåãî
ïîðÿäêà è òåîðèè åñòåñòâåííûõ îïåðàöèé â äèåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè [115℄. å-
çóëüòàòû, ïîëó÷åííûå À.Ï. Øèðîêîâûì è åãî ó÷åíèêàìè, ÷àñòè÷íî âîøëè â êíèãó
¾Ïðîñòðàíñòâà íàä àëãåáðàìè¿ [8℄, íàïèñàííóþ ñîâìåñòíî ñ Â.Â. Âèøíåâñêèì è
Â.Â. Øóðûãèíûì.
Íàó÷íàÿ ðàáîòà Àëåêñàíäðà Ïåòðîâè÷à íàøëà îòðàæåíèå è â åãî ïðåïîäàâà-
òåëüñêîé ðàáîòå. Èì áûëè ïðî÷èòàíû ñïåöèàëüíûå êóðñû ïî òåîðèè äèåðåí-
öèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé, òåîðèè ãðóïï Ëè è ðàññëîåííûõ ïðîñòðàíñòâ, ãåîìåòðèè
132 Â.Å. ÔÎÌÈÍ, Â.Â. ØÓÛÈÍ
ïðîñòðàíñòâ íàä àëãåáðàìè, ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òåîðèè ñïèíîðîâ, íååâ-
êëèäîâûì ãåîìåòðèÿì.
Ñ 1970 ïî 1975 ãã. À.Ï. Øèðîêîâ  çàâåäóþùèé êàåäðîé òåîðèè îòíîñèòåëü-
íîñòè è ãðàâèòàöèè Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñ 1975 ïî 1980 ãã. À.Ï. Øèðîêîâ
 ïðîåññîð, à ñ 1980 ïî 1993 ãã.  çàâåäóþùèé êàåäðîé ãåîìåòðèè Êàçàíñêîãî
óíèâåðñèòåòà. Âñå ýòî âðåìÿ îí ñîâìåùàë íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ ñ ðóêîâîäñòâîì
ìíîãî÷èñëåííûìè àñïèðàíòàìè è ñîèñêàòåëÿìè. Ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì çàùèùåíî
áîëåå 20-òè êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé. Âëèÿíèå íàó÷íûõ òðóäîâ À.Ï. Øèðîêîâà
ðàñïðîñòðàíÿëîñü íå òîëüêî íà åãî íåïîñðåäñòâåííûõ ó÷åíèêîâ è èññëåäîâàòåëåé,
ïðèíàäëåæàùèõ Êàçàíñêîé ãåîìåòðè÷åñêîé øêîëå, íî è íà ãåîìåòðîâ äðóãèõ íà-
ó÷íûõ öåíòðîâ Ñîâåòñêîãî Ñîþçà. ×àñòè÷íî ýòî âëèÿíèå îòðàæåíî â íàñòîÿùåé
ïóáëèêàöèè.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü âêëàä, âíåñåííûé À.Ï. Øèðîêîâûì â îðãàíèçàöèþ ïîä-
ãîòîâêè ñïåöèàëèñòîâ âûñøåé êàòåãîðèè, íå òîëüêî êàê íàó÷íîãî ðóêîâîäèòå-
ëÿ, íî è êàê ÷ëåíà Ñîâåòîâ ïî ïðèñóæäåíèþ ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà èçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè ¾ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ¿, îèöèàëüíîãî
îïïîíåíòà è ðåöåíçåíòà âåäóùåé îðãàíèçàöèè ïî äîêòîðñêèì è êàíäèäàòñêèì äèñ-
ñåðòàöèÿì.
Øèðîêèé íàó÷íûé êðóãîçîð, ãëóáîêèå ïîçíàíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ãåîìåò-
ðèè ïðîÿâèëèñü â àêòèâíîì ñîòðóäíè÷åñòâå À.Ï. Øèðîêîâà ñ ÂÈÍÈÒÈ ÀÍ.
Àëåêñàíäð Ïåòðîâè÷ ÿâëÿëñÿ ÷ëåíîì áþðî Âñåñîþçíîãî (ïîçäíåå Âñåðîññèéñêî-
ãî) ãåîìåòðè÷åñêîãî ñåìèíàðà èìåíè .Ô. Ëàïòåâà ïðè ÂÈÍÈÒÈ, ïðèíèìàë ó÷à-
ñòèå â îðãàíèçàöèè ìåæäóíàðîäíûõ, Âñåñîþçíûõ (Âñåðîññèéñêèõ) ãåîìåòðè÷åñêèõ
êîíåðåíöèé è ñåìèíàðîâ. Èì áûëî ïîäãîòîâëåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðååðà-
òîâ ïî òåîðèè ñòðóêòóð íà ìíîãîîáðàçèÿõ è ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâ íàä àëãåáðàìè
äëÿ ðååðàòèâíîãî æóðíàëà ÂÈÍÈÒÈ ¾Ìàòåìàòèêà¿ è æóðíàëà ¾Zentralblatt fur
Mathematik¿. Äëÿ èçäàíèé ÂÈÍÈÒÈ ñåðèè ¾Èòîãè íàóêè è òåõíèêè¿ À.Ï. Øèðî-
êîâûì áûëè íàïèñàíû îáçîðíûå èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿùåííûå äèåðåíöèàëüíî-
ãåîìåòðè÷åñêèì ñòðóêòóðàì íà äèåðåíöèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèÿõ [15, 81, 82℄,
ãåîìåòðèè êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé è ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðàìè [88, 95℄, ìåòîäó
íîðìàëèçàöèè À.Ï. Íîðäåíà [90℄.
Âêëàä, âíåñåííûé À.Ï. Øèðîêîâûì â ðàçâèòèå íàóêè è îáðàçîâàíèÿ, áûë âû-
ñîêî îöåíåí ïðèñâîåíèåì åìó â 1980 ã. ïî÷åòíîãî çâàíèÿ ¾Çàñëóæåííûé äåÿòåëü
íàóêè ÑÔÑ¿.
Â òå÷åíèå áîëåå ÷åòâåðòè âåêà (19711998 ãã.) À.Ï. Øèðîêîâ ÿâëÿëñÿ ÷ëåíîì
ðåäêîëëåãèè æóðíàëà ¾Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà¿. Ïîä åãî ðåäàêöèåé âûøëî 12
âûïóñêîâ Òðóäîâ ãåîìåòðè÷åñêîãî ñåìèíàðà Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà (âûï. 1122),
äâà þáèëåéíûõ ñáîðíèêà íàó÷íûõ òðóäîâ, ïîñâÿùåííûõ 200-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäå-
íèÿ Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî.
À.Ï. Øèðîêîâ ïðèíèìàë àêòèâíîå ó÷àñòèå â ïîäãîòîâêå è ïðîâåäåíèè ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ êîíåðåíöèé, ïðîõîäèâøèõ â Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå, â ÷èñëå êîòîðûõ
Ìåæäóíàðîäíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñåìèíàð, ïîñâÿùåííûé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæ-
äåíèÿ Ï.À. Øèðîêîâà (1995 ã.), è Ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàð èìåíè Ëîáà÷åâñêîãî
(1997 ã.), îí ÿâëÿëñÿ ÷ëåíîì ìåæäóíàðîäíîãî æþðè ïî ïðèñóæäåíèþ Êàçàíñêèì
óíèâåðñèòåòîì â 1992 è 1997 ãã. ìåäàëè èìåíè Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî.
Â 1996 ã. Êàçàíñêàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ øêîëà, âîçãëàâëÿåìàÿ À.Ï. Øèðîêîâûì,
ïîëó÷èëà ãðàíò îñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû ïî ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë
îññèè äëÿ âûïîëíåíèÿ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ïî òåìå ¾åîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ
ìíîãîîáðàçèé ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè è ðàññëîåíèÿ¿ (ñì. [2, ñ. 104℄). Íà-
ó÷íûìè èññëåäîâàíèÿìè â ðàìêàõ ýòîãî ãðàíòà Àëåêñàíäð Ïåòðîâè÷ ðóêîâîäèë äî
29 ñåíòÿáðÿ 1998 ãîäà, êîãäà îí ñêîðîïîñòèæíî ñêîí÷àëñÿ, âîçâðàùàÿñü äîìîé ñ
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çàñåäàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ñåìèíàðà.
Â 2007 ã. æóðíàë ¾Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà¿ âûïóñòèë äâà íîìåðà ( 9,
10), ïîñâÿùåííûå 80-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ À.Ï. Øèðîêîâà. Åùå îäèí íîìåð
ïëàíèðóåòñÿ ê âûõîäó â 2008 ã. ( 4). Ïàìÿòè À.Ï. Øèðîêîâà ïîñâÿòèëè ñâîè
ðàáîòû ó÷åíûå èç ìíîãèõ íàó÷íûõ öåíòðîâ îññèè, Èçðàèëÿ, Êîëóìáèè, Íîðâåãèè,
ÑØÀ, ×åõèè.
Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î æèçíè è äåÿòåëüíîñòè ïðîåññîðà Êàçàíñêîãî óíè-
âåðñèòåòà Øèðîêîâà Àëåêñàíäðà Ïåòðîâè÷à ìîæíî íàéòè â ïîñâÿùåííûõ åìó ïóá-
ëèêàöèÿõ [45, 46, 6567℄. Ïîëíûé ñïèñîê íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé À.Ï. Øèðîêîâà ñî-
äåðæèòñÿ â èçäàíèè [65℄, âûøåäøåì â ñåðèè ¾Âûäàþùèåñÿ ó÷åíûå Êàçàíñêîãî
óíèâåðñèòåòà¿ (ñì. òàêæå ñòàòüþ [66℄, ñîäåðæàùóþ ñïèñîê ðàáîò À.Ï. Øèðîêîâà
äî 1997 ãîäà).
Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðààõ íàñòîÿùåé ðàáîòû îòðàæåíû îñíîâíûå ýòàïû íàó÷-
íûõ èññëåäîâàíèé À.Ï.Øèðîêîâà è åãî ó÷åíèêîâ, à òàêæå îòìå÷åíû ðàáîòû äðóãèõ
ãåîìåòðîâ, áëèçêèå ïî òåìàòèêå ê èññëåäîâàíèÿì À.Ï. Øèðîêîâà èëè íàïèñàííûå
ïîä âëèÿíèåì åãî ðàáîò.
1. åîìåòðèÿ îáîáùåííûõ áèàêñèàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ
Áèïëàíàðíîå ïðîñòðàíñòâî B2n+1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâ-
íîå ïðîñòðàíñòâî P2n+1 íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè, â êîòîðîì çàäàíû äâå íå ïåðå-
ñåêàþùèåñÿ ïëîñêîñòè π1 è π2 ðàçìåðíîñòè n , ðàññìàòðèâàåìûå êàê àáñîëþò.
ðóïïîé äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà B2n+1 ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ àáñîëþòíûå ïëîñêîñòè π1 è π2 . Åñëè ïëîñêîñòè π1 è
π2 ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè, ïðîñòðàíñòâî B2n+1 íàçûâàåòñÿ áèïëàíàðíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, åñëè ïëîñêîñòè π1 è π2 êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû,
ïðîñòðàíñòâî B2n+1 íàçûâàåòñÿ áèïëàíàðíûì ïðîñòðàíñòâîì ýëëèïòè÷åñêîãî òè-
ïà. Áèïëàíàðíûå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûìè îáîáùåíèÿìè áèàêñèàëü-
íûõ ïðîñòðàíñòâ, äèåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ êîòîðûõ áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ
À.Ï. Íîðäåíà [38, 39℄.
×åðåç êàæäóþ òî÷êó x ∈ B2n+1 , íå ïðèíàäëåæàùóþ àáñîëþòó, ïðîõîäèò åäèí-
ñòâåííàÿ ïðÿìàÿ ℓ = ℓ(x) , ïåðåñåêàþùàÿ îáå ïëîñêîñòè π1 è π2 . Âñÿêàÿ òàêàÿ
ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ îñîáîé. Ïóñòü y1 = ℓ ∩ π1 , y2 = ℓ ∩ π2 , à x˜  òî÷êà íà ïðÿ-
ìîé ℓ , ñîñòàâëÿþùàÿ ñ òî÷êàìè y1 , y2 è x ãàðìîíè÷åñêóþ ÷åòâåðêó. Âîçíèêàåò
(àáñîëþòíàÿ) èíâîëþöèÿ g : x 7→ x˜ , x˜α = gαβx
β
, α, β = 1, . . . , 2n + 2 . Îñíîâíîå
âíèìàíèå â ðàáîòå [68℄ óäåëåíî áèïëàíàðíîìó ïðîñòðàíñòâó ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà,
äëÿ êîòîðîãî àèíîð gαβ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
gασg
σ
β = −δ
α
β .
Â ñëó÷àå àäàïòèðîâàííîãî ê ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâà B2n+1 ðåïåðà, òî åñòü òàêîãî,
÷òî ïëîñêîñòü π1 îêàçûâàåòñÿ íàòÿíóòîé íà âåêòîðû ea+ en+a+1 , a = 1, . . . , n+1 ,
à ïëîñêîñòü π2  íà âåêòîðû ea − en+a+1 , a = 1, . . . , n + 1 , ìàòðèöà àèíîðà
èíâîëþöèè èìååò âèä
(gαβ ) =
(
0 En+1
−En+1 0
)
, (1)
ãäå En+1  åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n+ 1 .
Èíâîëþöèÿ (1) çàäàåò íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V2n+2 , âåêòîðíûìè ïðÿìû-
ìè êîòîðîãî ìîäåëèðóåòñÿ ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî B2n+1 , ñòðóêòóðó (n + 1)-
ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà VCn+1 . Ïðè ýòîì îñîáûå ïðÿ-
ìûå áèïëàíàðíîãî ïðîñòðàíñòâà îêàçûâàþòñÿ ïðÿìûìè, ïîðîæäàåìûìè âåêòîð-
íûìè ïëîñêîñòÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ îäíîìåðíûìè êîìïëåêñíûìè ëèíåéíûìè ïîä-
ïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâà VCn+1 . Òàêèì îáðàçîì, íà ìíîæåñòâå îñîáûõ ïðÿìûõ
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ïðîñòðàíñòâà B2n+1 ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà èíäóöèðóåòñÿ ñòðóêòóðà n-ìåðíîãî êîì-
ïëåêñíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà PCn . Âîçíèêàåò ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
B2n+1 ∋ x 7→ ℓ(x) ∈ P
C
n+1, (2)
ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå, ñëîÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþò-
ñÿ îñîáûå ïðÿìûå (òîïîëîãè÷åñêèå îêðóæíîñòè). àññëîåíèÿ òàêîãî òèïà íàçûâàþò
ñåé÷àñ ðàññëîåíèÿìè Õîïà (ñì. [36℄)
Îñíîâíîé öåëüþ èçó÷åíèÿ â ðàáîòå [68℄ ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðèÿ ãèïåðïîâåðõíî-
ñòåé áèïëàíàðíîãî ïðîñòðàíñòâà. èïåðïîâåðõíîñòü M2n â ïðîñòðàíñòâå B2n+1
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x = x(u1, . . . , u2n) . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ïëîñ-
êîñòü ãèïåðïîâåðõíîñòè íå ñîäåðæèò îñîáóþ ïðÿìóþ, òî åñòü ãèïåðïîâåðõíîñòü
ÿâëÿåòñÿ (ëîêàëüíûì) ñå÷åíèåì ðàññëîåíèÿ (2). Â ýòîì ñëó÷àå R-ëèíåéíàÿ îáî-
ëî÷êà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê M2n â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V2n+2 ÿâëÿåòñÿ
n-ìåðíûì êîìïëåêñíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà V Cn+1 , äîïîëíèòåëüíûì
ê îäíîìåðíîé êîìïëåêñíîé ëèíåéíîé îáîëî÷êå âåêòîðà x , ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé
îñîáóþ ïðÿìóþ P1 ïðîñòðàíñòâà B2n+1 . èïåðïîâåðõíîñòü M2n ïîðîæäàåò ïó-
÷îê ïîâåðõíîñòåé M2n(a + bi) , çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè z = (a + bi)x(u
1, . . . , u2n) .
Êàñàòåëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ê ãèïåðïîâåðõíîñòÿì ïó÷êà ïåðåñåêàþòñÿ ïî êîì-
ïëåêñíîé ¾ãèïåðïðÿìîé¿, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îñîáóþ (2n − 1)-ìåðíóþ ïëîñ-
êîñòü P2n−1 ïðîñòðàíñòâà B2n+1 . Âûáîð ïëîñêîñòè P1 â êà÷åñòâå íîðìàëè ïåðâî-
ãî ðîäà, à ïëîñêîñòè P2n−1 â êà÷åñòâå íîðìàëè âòîðîãî ðîäà ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü
ìåòîä íîðìàëèçàöèè À.Ï. Íîðäåíà [40℄ äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíäóöèðîâàííîé íà M2n
àèííîé (ëèíåéíîé) ñâÿçíîñòè ∇ . Êîýèöèåíòû Γkji ñâÿçíîñòè ∇ îïðåäåëÿþò-
ñÿ óðàâíåíèÿìè íîðìàëèçîâàííîé ïîâåðõíîñòè [40℄
∇jyi = ljyi + pjix+ bjix˜,
ãäå x˜ = ix , yk = ∂kx − lkx . Â èíäóöèðîâàííîé ñâÿçíîñòè ∇ àèíîð g
i
k , ÿâ-
ëÿþùèéñÿ îãðàíè÷åíèåì àèíîðà èíâîëþöèè íà ãèïåðïîâåðõíîñòü, êîâàðèàíòíî
ïîñòîÿíåí, è ãèïåðïîâåðõíîñòü îêàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì àíàëèòè÷åñêèì ìíîãî-
îáðàçèåì, ñíàáæåííûì àèííîé ñâÿçíîñòüþ áåç êðó÷åíèÿ, ñîõðàíÿþùåé àè-
íîð êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû, òàê íàçûâàåìûì ïðîñòðàíñòâîì A2n . Óñòàíîâëåííûé
àêò âûçâàë íåîáõîäèìîñòü èçó÷èòü ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó âåùåñòâåííûìè è êîì-
ïëåêñíûìè òåíçîðàìè è îáúåêòàìè ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâ A2n , âûÿñíèòü ñòðîåíèå
âåùåñòâåííûõ òåíçîðîâ è îáúåêòîâ ñâÿçíîñòè, ðåàëèçóþùèõ êîìïëåêñíûå òåíçîðû
è îáúåêòû ñâÿçíîñòè, à òàêæå ðàññìîòðåòü ðàçëè÷íûå ñïåöèàëüíûå êëàññû ïðî-
ñòðàíñòâ A2n .
Â ÷èñëå äðóãèõ, áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû:
1. Ñâÿçíîñòü ïðîñòðàíñòâà A2n ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé êîìïëåêñíîé àíàëè-
òè÷åñêîé ñâÿçíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå òåíçîð êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ
÷èñòûì òåíçîðîì îòíîñèòåëüíî àèíîðà êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû.
2. Íà àíàëèòè÷åñêèõ êîìïëåêñíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà A2n èíäóöè-
ðóåòñÿ ñâÿçíîñòü Âåéëÿ.
3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ïðîñòðàíñòâå A2n ÷åðåç êàæäóþ êîìïëåêñíóþ îäíîìåð-
íóþ ïëîùàäêó ïðîõîäèëà êîìïëåêñíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîìïëåêñíàÿ ñâÿçíîñòü ïðîñòðàíñòâà A2n áûëà ïðîåêòèâíà
êîìïëåêñíîé àíàëèòè÷åñêîé ñâÿçíîñòè.
Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò áûë ðàñïðîñòðàíåí Â.Â. Øóðûãèíûì [99℄ íà ñëó÷àé ñâÿç-
íîñòåé íà ìíîãîîáðàçèÿõ íàä ïðîèçâîëüíûìè àññîöèàòèâíûìè êîììóòàòèâíûìè
àëãåáðàìè.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì, êàñàþùèìñÿ ãåîìåòðèè ãèïåðïîâåðõíîñòåé áèïëàíàð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
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Ñâÿçíîñòü, èíäóöèðóåìàÿ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè M2n ïðîñòðàíñòâà B2n+1 , ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé êîìïëåêñíîé (íå îáÿçàòåëüíî àíàëèòè÷åñêîé) ïðîåêòèâíî-
åâêëèäîâîé ñâÿçíîñòè è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
Rmijk g
k
m = 0. (3)
Îáðàòíî, âñÿêàÿ ñâÿçíîñòü, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåàëèçàöèåé êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâ-
íî-åâêëèäîâîé ñâÿçíîñòè è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ (3), ìîæåò áûòü
îñóùåñòâëåíà íà ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðîñòðàíñòâà B2n+1 .
Ñâÿçíîñòü, èíäóöèðóåìàÿ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè M2n , ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé
àíàëèòè÷åñêîé ñâÿçíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ýêâèàèí-
íîé.
Òàêæå áûëî âûÿñíåíî, ÷òî ñâÿçíîñòü, èíäóöèðóåìàÿ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè
M2n , ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M2n  ãèïåðïëîñêîñòü,
à åäèíñòâåííûå ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðîñòðàíñòâà B2n+1 , ÿâëÿþùèåñÿ ñèììåòðè-
÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè, ñóòü ãèïåðêâàäðèêè òèïà áèöèëèíäðîâ.
Â äàëüíåéøåì [76, 84℄ À.Ï. Øèðîêîâûì èçó÷àëîñü ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî
PAn íàä îáùåãî âèäà àññîöèàòèâíîé êîììóòàòèâíîé óíèòàëüíîé àëãåáðîé A ðàç-
ìåðíîñòè m . Áûëà ïîñòðîåíà èíòåðïðåòàöèÿ (ìîäåëü) ïðîñòðàíñòâà PAn êàê êîí-
ãðóýíöèè îñîáûõ (m − 1)-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé âåùåñòâåííîãî ïðîåêòèâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Pmn−1 ðàçìåðíîñòè mn− 1 . Êîíãðóýíöèÿ îñîáûõ ïëîñêîñòåé â ñëó÷àå
ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû èìååò îêàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ, íî îòêðûòîå ïîäìíîãî-
îáðàçèå Pmn−1 , ïîëó÷àåìîå óäàëåíèåì óêàçàííûõ îêàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé,
ðàññëàèâàåòñÿ íàä PAn , îáðàçóÿ àíàëîã ðàññëîåíèÿ Õîïà. åîìåòðèÿ ïðîñòðàí-
ñòâà m-ïàð ãîëîìîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà PAn èçó÷àëàñü àñïèðàíò-
êîé À.Ï. Øèðîêîâà Å.Ì. Êóçíåöîâîé [31℄. åîìåòðèÿ òðåõìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî
ïðîñòðàíñòâà ñ âûðîæäåííûì àâòîïîëÿðíî íîðìàëèçîâàííûì àáñîëþòîì è åå êîí-
îðìíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ Ïóàíêàðå â ïëîñêîñòè äóàëüíîãî ïåðåìåííîãî èçó÷àëèñü
ó÷åíèöåé Àëåêñàíäðà Ïåòðîâè÷à Ñ.Þ. Ïåòðîïàâëîâñêîé [43℄.
2. Ìíîãîîáðàçèÿ íàä àëãåáðàìè
Îáîáùàÿ òåîðèþ êîìïëåêñíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, À.Ï. Øèðîêîâ
ðàçâèë îáùóþ òåîðèþ äèåðåíöèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé è ïðîñòðàíñòâ àèííîé
ñâÿçíîñòè íàä àññîöèàòèâíûìè êîììóòàòèâíûìè óíèòàëüíûìè àëãåáðàìè [7275,
77, 79, 80℄.
Ïóñòü A  àññîöèàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ óíèòàëüíàÿ àëãåáðà ðàçìåðíîñòè m
íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R è {ea} , a = 1, 2, . . . ,m ,  íåêîòîðûé áàçèñ â A .
Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â A , ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
◦ : A×A ∋ (α, β) 7→ σ = α ◦ β ∈ A,
â áàçèñå {ea} îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè  êîýèöèåíòàìè γ
c
ab ,
a, b, c = 1, 2, . . . ,m , ðàçëîæåíèé
eaeb = γ
c
ab ec (4)
ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ áàçèñà ïî ýòîìó æå áàçèñó. Ïðè ýòîì σc = γcabα
aβb . Ïóñòü
An = A ×A × . . . ×A (n ñîìíîæèòåëåé)  ñòàíäàðòíûé A-ìîäóëü ðàçìåðíîñòè
n , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñòðîêè, ñîñòîÿùèå èç n ýëåìåíòîâ àëãåáðû A .
Äèåðåíöèðóåìîå (êëàññà C∞ ) îòîáðàæåíèå F : U ∋ X → Y = F (X) ∈ Ak ,
Y i
′
= F i
′
(X i) , i = 1, . . . n , i′ = 1, . . . k , îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ U êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
136 Â.Å. ÔÎÌÈÍ, Â.Â. ØÓÛÈÍ
îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â An , íàçûâàåòñÿ A-äèåðåíöèðóåìûì (äèåðåíöè-
ðóåìûì íàä A) â ñìûñëå Øååðñà [121℄, åñëè êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå
TXF : TXU ≡ A
n → TF (X)A
k ≡ Ak
ÿâëÿåòñÿ A-ëèíåéíûì.
Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (xia, yi
′a) , i = 1, . . . n , i′ = 1, . . . k , îïðåäåëÿåìûõ
ðàçëîæåíèÿìè X i = xiaea , Y
i′ = yi
′aea , êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå TXF çàäàåòñÿ
ìàòðèöåé ßêîáè (∂F i
′a/∂xib) , è óñëîâèÿ A-äèåðåíöèåìîñòè îòîáðàæåíèÿ F
ïðèíèìàþò âèä
∂idF
i′cγdab = γ
c
ad∂ibF
i′d ⇐⇒ ∂iaF
i′c = γcadδ
g∂igF
i′d,
ãäå ∂idF
i′c = ∂F i
′c/∂xid , δ = δaea  åäèíèöà àëãåáðû A . A-äèåðåíöèðóåìûì
ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ (âåùåñòâåííîå) äèåðåíöèðóåìîå
ìíîãîîáðàçèå Mmn ðàçìåðíîñòè mn , ñíàáæåííîå (ìàêñèìàëüíûì) àòëàñîì Φ ,
ñîñòîÿùèì èç êàðò hA : U → U
∗ ⊂ An , óíêöèè ñêëåéêè êîòîðîãî hA ◦ h
−1
B
ÿâëÿþòñÿ A-äèåðåíöèðóåìûìè äèåîìîðèçìàìè. Ìíîãîîáðàçèå Mmn ñî
ñòðóêòóðîé A-äèåðåíöèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ îáîçíà÷èì MAn . Êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî TXM
A
n â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå X ∈ M
A
n íåñåò ñòðóêòóðó A-ìîäóëÿ,
èçîìîðíîãî An . Ýòî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü äóàëüíûé A-ìîäóëü T ∗XM
A
n è A-
ìîäóëè T
(p,q)
X M
A
n òåíçîðîâ òèïà (p, q) è çàòåì ðàññìàòðèâàòü íà ìíîãîîáðàçèè
MAn A-äèåðåíöèðóåìûå òåíçîðíûå ïîëÿ è A-äèåðåíöèðóåìûå A-ëèíåéíûå
ñâÿçíîñòè. Âåùåñòâåííîå äèåðåíöèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå Mmn íàçûâàåòñÿ ðåà-
ëèçàöèåé A-äèåðåíöèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ MAn . À.Ï. Øèðîêîâûì áûëî óñòà-
íîâëåíî ñëåäóþùåå:
Ýëåìåíòàì àëãåáðû w ∈ A ñîîòâåòñòâóþò íà ìíîãîîáðàçèè Mmn ïîëÿ w
α
β ,
α, β = 1, . . . ,mn , òåíçîðîâ òèïà (1, 1) (ñòðóêòóðíûõ àèíîðîâ).
A-äèåðåíöèðóåìûå òåíçîðíûå ïîëÿ, çàäàííûå íà MAn , ðåàëèçóþòñÿ ïîëÿìè
÷èñòûõ òåíçîðîâ òîãî æå òèïà íà ìíîãîîáðàçèè Mmn , òî åñòü ïîëÿìè òåí-
çîðîâ, ñâåðòêà êîòîðûõ ñî ñòðóêòóðíûì àèíîðîì wαβ äàåò îäèí è òîò æå
ðåçóëüòàò, íåçàâèñèìî îò òîãî, ïî êàêîìó èíäåêñó ñâåðòêà îñóùåñòâëÿåòñÿ.
A-ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ðåàëèçóåòñÿ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ íà ìíîãîîáðàçèè
Mmn , â êîòîðîé ñòðóêòóðíûå àèíîðû êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííû.
Òåíçîðíûå ïîëÿ, ðåàëèçóþùèå êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííûå A-äèåðåíöèðóåìûå
òåíçîðíûå ïîëÿ, êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííû â ðåàëèçóþùåé ñâÿçíîñòè.
A-ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü íà îäíîìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ðåàëèçóåòñÿ ëîêàëüíî
ïëîñêîé ñâÿçíîñòüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà A-äèåðåíöèðóåìà.
Àñïèðàíòêà Àëåêñàíäðà Ïåòðîâè÷à È.Ñ. ðèãîðüåâà èçó÷àëà ëèíåéíûå ñâÿç-
íîñòè íà îäíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ íàä àëãåáðàìè, îáúåêòû ñâÿçíîñòè êîòîðûõ
çàäàþòñÿ óíêöèÿìè f : A → A òàêèìè, ÷òî A-çíà÷íàÿ ëèíåéíàÿ îðìà b(X) =
= df(X)− df(1) ·X ÿâëÿåòñÿ äèåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû [10, 11℄.
Àñïèðàíòîì Â.È. Åâñååâûì â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè, ïîñâÿùåííîé ëèíåé-
÷àòîé ãåîìåòðèè [1214℄, èññëåäîâàëèñü âîïðîñû íàëè÷èÿ òåíçîðíûõ ñòðóêòóð
íà ìíîãîîáðàçèÿõ k -ìåðíûõ ïëîñêîñòåé ðàçëè÷íûõ òèïîâ, ïðèíàäëåæàùèõ åâ-
êëèäîâó, ïñåâäîåâêëèäîâó èëè ãèïåðáîëè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâàì ðàçìåðíîñòè n
(n ≥ k ≥ 1). Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ k è òèïà ïëîñêîñòåé, íà ìíîãîîáðàçèÿõ
k -ïëîñêîñòåé âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû (äóàëüíàÿ, ïî÷òè
êîìïëåêñíàÿ, ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ, ïî÷òè äâîéíàÿ).
Â ðàáîòå [79℄ ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè, ñîîòâåòñòâó-
þùèìè m-êðàòíî ðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèÿì óíèòàëüíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû
A , áûëè âêëþ÷åíû À.Ï. Øèðîêîâûì â îáùóþ ñõåìó òåîðèè G-ñòðóêòóð íà äè-
åðåíöèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.
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Ïóñòü A  m-ìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà, Mmn  mn-ìåðíîå äèåðåí-
öèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå, G1 è G2  ãðóïïû íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö èç ëåâîãî
è ïðàâîãî n-êðàòíî ðåãóëÿðíûõ ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû A , à G 
ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö èç n-êðàòíîãî ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé àëãåáðû A , òî åñòü íàèìåíüøåé àëãåáðû, ñîäåðæàùåé àëãåáðó A è
ïðîòèâîïîëîæíóþ àëãåáðó A∗ [44℄ â êà÷åñòâå ïîäàëãåáð. Ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà (ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðå A) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåäóêöèÿ
E(Mmn, G1), E(Mmn, G2) èëè E(Mmn, G) (5)
ðàññëîåíèÿ ðåïåðîâ L(Mmn) ìíîãîîáðàçèÿ Mmn ê îäíîé èç ïîäãðóïï G1 , G2 èëè
G . Ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, åñëè ñîîòâåòñòâó-
þùåå ãëàâíîå ðàññëîåíèå (5) äîïóñêàåò ëîêàëüíûå ñå÷åíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé
íàòóðàëüíûå ïîëÿ ðåïåðîâ. Ñâÿçíîñòè â ðàññëîåíèÿõ (5) èíäóöèðóþò ëèíåéíûå
ñâÿçíîñòè íà ìíîãîîáðàçèè Mmn , êîýèöèåíòû êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî ðåïåðîâ,
ïðèíàäëåæàùèõ ýòèì ðàññëîåíèÿì, èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, âèä
Γiajb kc = Γ
ip
jkcγ
a
bp, Γ
ia
jb kc = Γ
ip
jkcγ
a
pb è Γ
ia
jb kc = Γ
ipq
jkcγ
d
bpγ
a
qd,
ãäå i, j, k = 1, . . . , n , a, b, c = 1, . . . ,m , à γabc  ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû A .
Â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîé àëãåáðû A âñå òðè ãëàâíûõ ðàññëîåíèÿ (5) ñîâïàäà-
þò, è ìíîãîîáðàçèå ñ èíòåãðèðóåìîé ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé îêàçûâàåò-
ñÿ ðåàëèçàöèåé n-ìåðíîãî A-äèåðåíöèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ MAn . Ïðè ýòîì
ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèè (5) îêàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèåé A-ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè íà
ìíîãîîáðàçèè MAn , êîýèöèåíòû êîòîðîé â êàðòàõ, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â
A-ìîäóëå An , âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì ÷åðåç êîýèöèåíòû Γiajb kc :
Γijk = Γ
ia
jb kceaδ
bδc.
Ýëåìåíòàì áàçèñà {ea} àëãåáðû A ñîîòâåòñòâóþò áàçèñíûå ñòðóêòóðíûå à-
èíîðû f
a
α
β íà ìíîãîîáðàçèè Mmn . Äëÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðû A , èñïîëüçóÿ ýòè
àèíîðû, À.Ï. Øèðîêîâ ïîñòðîèë íà Mmn ïîëÿ òåíçîðîâ òèïà (2, 1)
N
ab
γ
αβ = f
a
σ
α∂σf
b
γ
β − f
b
σ
β∂σf
a
γ
α − f
a
γ
σ∂αf
b
σ
β + f
b
γ
σ∂βf
a
σ
α, (6)
îáîáùàþùèå òåíçîðíîå ïîëå Íåéåíõåéñà àèíîðíîé ñòðóêòóðû íà ìíîãîîáðàçèè,
è ïîêàçàë, ÷òî îáðàùåíèå â íóëü ïîëåé (6) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, à â ðÿäå ñëó-
÷àåâ è äîñòàòî÷íûì, óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè ïî÷òè àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû.
Ïîçæå .È. Êðó÷êîâè÷åì [27℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî îáðàùåíèå â íóëü òåíçîðîâ (6)
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè (ðåãóëÿðíîé) ïî÷òè àëãåáðàè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðû, îïðåäåëÿåìîé âñÿêîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé A .
Èçó÷åíèå ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðàìè, íà÷àòîå
À.Ï. Øèðîêîâûì, áûëî ïðîäîëæåíî â ðàáîòàõ Â.Â. Âèøíåâñêîãî [3℄ (î âêëàäå
Â.Â. Âèøíåâñêîãî â ðàçâèòèå ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðàìè ñì. [48℄),
.È. Êðó÷êîâè÷à [27, 28℄, È. Âàíæóðû [125℄, Í.Â. Òàëàíòîâîé [55, 57℄, À.Ñ. Ïîä-
êîâûðèíà [47℄, Â.Â. Øóðûãèíà [101, 102℄, Ì.À. Ìàëàõàëüöåâà [32, 33℄, Ì.À. Ìè-
êåíáåðãà [35℄, À.Â. Áîÿðøèíîâîé [1℄, Ò.È. àéñèíà [9℄ è äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé (ñì.
îáçîðíûå ðàáîòû [5, 88, 95, 102℄ è êíèãó [8℄).
3. Êàñàòåëüíûå ðàññëîåíèÿ è ðàññëîåíèÿ Âåéëÿ
Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå r -ãî ïîðÿäêà T rM äèåðåíöèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ
M ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå
⋃
x∈M
T rxM ïðîñòðàíñòâ T
r
xM r -ñòðóé j
r
xf
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ðîñòêîâ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé f : (R, 0) → (M,x) . Èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ïðîåê-
öèÿ π : T rM ∋ jrxf 7→ x ∈ M . Ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû x
i
íà îáëàñòè U ⊂ M
èíäóöèðóþò íà π−1(U) ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû
x(α)i =
1
α!
[
dα(xi ◦ f)
dtα
]
t=0
, α = 0, 1, . . . , r, i = 1, . . . , n, (7)
ãäå t ∈ R , x(0)i = xi . Êîîðäèíàòû (7) îïðåäåëÿþò íà ðàññëîåíèè T rM ñòðóêòóðó
äèåðåíöèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ. àññëîåíèå T rM ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ðàññëîåíèÿ (m, r)-ñêîðîñòåé Ýðåñìàíà [110, 111℄. åîìåòðèÿ êàñàòåëüíûõ ðàññëîå-
íèé èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ Ê. ßíî è Ø. Êîáàÿñè [129℄, À. Ìîðèìîòî [117, 118℄, ×. Õó
è Ø. Èøèõàðû [112℄, Ê. ßíî è Ø. Èøèõàðû [128℄.
À.Ï. Øèðîêîâ ââåë íà îáëàñòè π−1(U) êîîðäèíàòû
X i = x(0)i + x(1)iε+ . . .+ x(r)iεr, i = 1, . . . , n, (8)
ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â àëãåáðå R(εr) ïëþðàëüíûõ ÷èñåë a0 + a1ε+ . . .+ arεr ,
óìíîæåíèå êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè εp · εq = εp+q , εr+1 = 0 . Åñëè íà
ïåðåñå÷åíèè U ∩ U ′ êîîðäèíàòíûõ îêðåñòíîñòåé íà ìíîãîîáðàçèè M èìååò ìåñòî
ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò xi
′
= ϕi
′
(xi) , òî íà ïåðåñå÷åíèè π−1(U) ∩ π−1(U ′) ⊂
⊂ T rM èíäóöèðîâàííûå R(εr)-çíà÷íûå êîîðäèíàòû ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
X i
′
= Φi
′
(X i) , ãäå Φi
′
(X i)  ïðîäîëæåíèÿ óíêöèé ϕi
′
(xi) â àëãåáðó R(εr) , ÿâëÿ-
þùèåñÿ äèåðåíöèðóåìûìè óíêöèÿìè íàä àëãåáðîé R(εr) â ñìûñëå . Øå-
åðñà [121℄. Â ðåçóëüòàòå, íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T rM âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ
ñòðóêòóðà n-ìåðíîãî äèåðåíöèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ íàä àëãåáðîé R(εr) .
Â êëàññå äèåðåíöèðóåìîñòè Cω ïðîäîëæåíèå Φ(X i) âåùåñòâåííîé óíêöèè
ϕ(xi) â àëãåáðó R(εr) ïîëó÷àåòñÿ èç óíêöèè ϕ(xi) ïîäñòàíîâêîé â ñòåïåííîé ðÿä,
ïðåäñòàâëÿþùèé óíêöèþ ϕ(xi) , ïåðåìåííûõ (8), ïðèíàäëåæàùèõ àëãåáðå R(εr) ,
âìåñòî ñîîòâåòñòâóþùèõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ xi . Èñïîëüçîâàíèå ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàò ïîçâîëÿåò äëÿ ëþáîé äèåðåíöèðóåìîé óíêöèè ϕ : M → R ïîñòðî-
èòü åå ïðîäîëæåíèå Φ : T rM → R(εr) , ÿâëÿþùååñÿ R(εr)-äèåðåíöèðóåìîé
óíêöèåé íà ðàññëîåíèè T rM . àçëîæåíèå óíêöèè Φ : T rM → R(εr) ïî áàçèñó
àëãåáðû R(εr) èìååò âèä
Φ = ϕ(0) + ϕ(1)ε+ . . .+ ϕ(r)εr, (9)
ãäå êîýèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
ϕ(λ)(jrxf) =
1
λ!
[
dλ(ϕ ◦ f)
dtλ
]
t=0
, λ = 0, 1, . . . , r, (10)
îêàçûâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûìè λ-ëèòàìè [112℄ óíêöèè ϕ .
Èñïîëüçîâàíèå ïîñòðîåííîé ñòðóêòóðû R(εr)-äèåðåíöèðóåìîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ íà ðàññëîåíèè T rM è åñòåñòâåííûõ ïðîäîëæåíèé ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ,
çàäàííûõ íà ìíîãîîáðàçèè M , äî R(εr)-äèåðåíöèðóåìûõ îáúåêòîâ íà ðàññëî-
åíèè T rM ïîçâîëèëî ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ èçëîæèòü (ñì. [8, 15℄) òåîðèþ ëèòîâ
ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñ ìíîãîîáðàçèé íà êàñàòåëüíûå ðàññëîåíèÿ âûñøèõ ïî-
ðÿäêîâ [117, 118℄.
Ïðîèçâîëüíàÿ R(εr)-äèåðåíöèðóåìàÿ óíêöèÿ Ψ : T rM → R(εr) èìååò âèä
Ψ =
0
Φ+
1
Φε+ . . .+
r
Φεr, (11)
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ãäå
λ
Φ  ïðîäîëæåíèå íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé óíêöèè
λ
ϕ : M → R â àëãåáðó
R(εr) . Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå àëãåáðû äóàëüíûõ ÷èñåë R(ε) ïðîèçâîëüíàÿ R(ε)-
äèåðåíöèðóåìàÿ óíêöèÿ Φ : R(ε)n → R(ε) èìååò âèä
Φ(X i) =
0
ϕ(x(0)i) + ε
(
∂
0
ϕ
∂x(0)j
x(1)j +
1
ϕ(x(0)i)
)
, (12)
à ïðîäîëæåíèå âåùåñòâåííîé óíêöèè
0
ϕ : Rn → R â àëãåáðó R(ε) èìååò âèä
Φ(X i) =
0
ϕ(x(0)i) + ε
(
∂
0
ϕ
∂x(0)j
x(1)j
)
. (13)
Ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè Ý. Øòóäè [124℄, êîòîðûé íàçûâàë óíêöèè âèäà (12) ñè-
íåêòè÷åñêèìè, À.Ï. Øèðîêîâ íàçâàë R(εr)-äèåðåíöèðóåìûå óíêöèè îáùå-
ãî âèäà ñèíåêòè÷åñêèìè ðàñøèðåíèÿìè åñòåñòâåííûõ ïðîäîëæåíèé âåùåñòâåí-
íûõ óíêöèé. åîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû (âåêòîðíûå è òåíçîðíûå ïîëÿ, ëèíåéíûå
ñâÿçíîñòè) íà ðàññëîåíèè T rM , ïîðîæäàåìûå R(εr)-äèåðåíöèðóåìûìè ãåî-
ìåòðè÷åñêèå îáúåêòàìè îáùåãî âèäà, îí íàçâàë ñèíåêòè÷åñêèìè ðàñøèðåíèÿìè
åñòåñòâåííûõ ëèòîâ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ áàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ M íà
ðàññëîåíèå T rM . Íàïðèìåð, ñèíåêòè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëíîãî ëèòà ìåòðè÷å-
ñêîãî òåíçîðà gij(x
k) íà êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TM â ìàòðè÷íîé çàïèñè èìååò
âèä (
x(1)m∂mgij(x
(0)k) + aij(x
(0)k) gij(x
(0)k)
gij(x
(0)k) 0
)
, (14)
ãäå aij(x
k)  ïðîèçâîëüíîå ñèììåòðè÷åñêîå òåíçîðíîå ïîëå íà ìíîãîîáðàçèè
M . Ïîëíûé ëèò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij(x
k) ïîëó÷àåòñÿ ïðè aij(x
k) = 0 .
À.Ï. Øèðîêîâûì áûëî äîêàçàíî [91℄, ÷òî ìåòðèêà (14) ýêâèâàëåíòíà ìåòðèêå ïîë-
íîãî ëèòà íà ðàññëîåíèè TM , ðàññìàòðèâàåìîì êàê äèåðåíöèðóåìîå ìíîãîîá-
ðàçèå íàä àëãåáðîé R(ε) , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà aij = Lvgij äëÿ íåêîòîðîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ v íà M , ãäå Lv  ïðîèçâîäíàÿ Ëè â íàïðàâëåíèè âåêòîðíîãî
ïîëÿ v . Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ðàñïðîñòðàíåí Â.Â. Øóðûãèíûì [100℄ íà ñëó÷àé A-
äèåðåíöèðóåìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà ðàññëîåíèè A-ñêîðîñòåé Âåéëÿ
TAM .
Äëÿ àèííûõ ñâÿçíîñòåé íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T rM À.Ï. Øèðîêîâûì
áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Ïðîèçâîëüíàÿ R(εr)-äèåðåíöèðóåìàÿ ñâÿçíîñòü íà ðàññëîåíèè T rM çàäà-
åòñÿ êîýèöèåíòàìè
Γ˜ijk(X
ℓ) = Γijk(X
ℓ) + ε
1
Hijk(X
ℓ) + . . .+ εr
r
Hijk(X
ℓ), (15)
ãäå Γijk(X
ℓ)  ïðîäîëæåíèÿ â àëãåáðó R(εr) êîýèöèåíòîâ Γijk(x
ℓ) íåêîòîðîé
àèííîé ñâÿçíîñòè, çàäàííîé íà áàçå M , à
1
Hijk(X
ℓ), . . . ,
r
Hijk(X
ℓ)  R(εr)-ïðî-
äîëæåíèÿ íåêîòîðûõ òåíçîðíûõ ïîëåé
1
Hijk(x
ℓ), . . . ,
r
Hijk(x
ℓ) , çàäàííûõ íà áàçå M .
Ñâÿçíîñòü (15) ðåàëèçóåòñÿ âåùåñòâåííîé àèííîé ñâÿçíîñòüþ íà T rM ,
êîýèöèåíòû êîòîðîé èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
Γ˜iλjµ kν(x
ℓκ) = (Γijk)
(λ−µ−ν) + (
1
Hijk)
(λ−µ−ν−1) + . . .+ (
λ−µ−ν
H ijk)
(0), (16)
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ãäå (
σ
F ijk)
(τ)
îçíà÷àåò τ -ëèò (10) óíêöèè
σ
F ijk .
Â äàëüíåéøåì óêàçàííûå ðåçóëüòàòû áûëè ðàñïðîñòðàíåíû À.ß. Ñóëòàíîâûì
[54℄ íà ñëó÷àé ðàññëîåíèÿ TAM áåñêîíå÷íî áëèçêèõ òî÷åê â ñìûñëå À. Âåéëÿ [126℄.
Â ðàáîòàõ [8587℄ è äðóãèõ À.Ï. Øèðîêîâûì áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä ïðèìåíåíèÿ
òåîðèè êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé â ëèíåé÷àòîé ãåîìåòðèè àèííûõ è íååâêëèäî-
âûõ ïðîñòðàíñòâ, çàêëþ÷àþùèéñÿ â îòíåñåíèè îðèåíòèðîâàííîé ïðÿìîé ïðîñòðàí-
ñòâà íåêîòîðîãî ýëåìåíòà êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ èíäèêàòðèñû (ãèïåðïîâåðõíî-
ñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà).
Èçó÷åíèå ãåîìåòðèè êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé, ñíàáæåííûõ ïîëíûìè ëèòàìè
ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ è èõ ñèíåêòè÷åñêèìè ðàñøèðåíèÿìè, áûëî ïðîäîëæåíî
â ðàáîòàõ ó÷åíèêîâ À.Ï. Øèðîêîâà: Â.. Ïîäîëüñêèì [49℄ èçó÷àëèñü èíèíèòå-
çèìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ñ ìåòðèêîé ïîëíîãî ëèòà
è ìåòðèêîé Ñàñàêè, Å.Â. Íàçàðîâîé [37℄ èçó÷àëèñü èíâàðèàíòíûå ñèíåêòè÷åñêèå
ñâÿçíîñòè â êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèÿõ ãðóïï Ëè, Ò.Â. Êàïóñòèíîé [25℄ èññëåäîâà-
ëèñü ãîëîìîðíî-êîíîðìíûå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó êàñàòåëüíûìè ðàññëîåíèÿìè
ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M , ñíàáæåííûìè ñèíåêòè÷å-
ñêèìè ðàñøèðåíèÿìè ïîëíûõ ëèòîâ ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ, Õ. Øàäûåâûì [63℄
èçó÷àëèñü ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé ñ ñèíåêòè÷åñêè-
ìè ðàñøèðåíèÿìè ïîëíûõ ëèòîâ ëèíåéíûõ ñâÿçíîñòåé, Ñ.ß. Íóñü [41℄ èçó÷à-
ëèñü ñèíåêòè÷åñêèå ìåòðèêè â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
Å.Ï. Øóñòîâà â ñâîåé êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè äëÿ n-ìåðíîãî ãëàäêîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ Mn ñ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ ∇ ïîñòðîèëà êàíîíè÷åñêèé èçîìîðèçì ëî-
êàëüíî òðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèé ìåæäó êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà
T 2Mn è ñóììîé Óèòíè äâóõ êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà TMn⊕TMn .
Áûëè íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ ïîëíûõ ëèòîâ
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇ , çàäàííîé íà ìíîãîîáðàçèè Mn , íà ðàññëîåíèÿ T
2Mn è
TMn⊕ TMn . Â ïîñëåäóþùåì àíàëîãè÷íûé äèåîìîðèçì áûë ïîñòðîåí ìåæäó
ðàññëîåíèÿìè T 3Mn è TMn ⊕ TMn ⊕ TMn [104℄.
Â ðàáîòàõ [42, 92, 93℄ Àëåêñàíäðà Ïåòðîâè÷à è åãî ó÷åíèöû Í.Í. Ïåðåëîìîâîé
èçó÷àëàñü ãåîìåòðèÿ êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ êîìïëåêñíîé
ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé CP 1 â ñâÿçè ñ ãåîìåòðèåé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà-
÷åâñêîãî L3 . Åñëè z
1
 ëîêàëüíàÿ íåîäíîðîäíàÿ ïðîåêòèâíàÿ êîîðäèíàòà íà CP 1 ,
à (z1, z2)  èíäóöèðîâàííûå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â T (CP 1) , òî êàæäîìó íåíó-
ëåâîìó êàñàòåëüíîìó âåêòîðó ñ êîîðäèíàòàìè (z1, z2) , z2 6= 0 ìîæíî ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå îðèñåðó â ïðîñòðàíñòâå L3 . Åñëè E3  òðåõìåðíîå âåùåñòâåííîå åâ-
êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäèíàòàìè (ξ, η, θ) , à â ïîëóïðîñòðàí-
ñòâå θ > 0 çàäàíà ìîäåëü Ïóàíêàðå ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî L3 , òî óðàâíåíèå
îðèñåðû áóäåò èìåòü âèä:
|z − z1|2 + θ2 − θ|z1| = 0, (17)
ãäå z = ξ + iη .
Óðàâíåíèå
z2 = p(z1)2 + 2qz1 + r, (18)
ãäå p, q, r ∈ C  êîíñòàíòû, çàäàåò â L3 2-ïàðàìåòðè÷åñêîå (ðîëü âåùåñòâåííûõ
ïàðàìåòðîâ âûïîëíÿþò âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîîðäèíàòû z1 ) ñåìåéñòâî
îðèñåð. Ïðè ïåðåõîäå îò z1 ê íîâîé ëîêàëüíîé ïðîåêòèâíîé êîîðäèíàòå zˆ1 âèä
óðàâíåíèÿ (18) íå ìåíÿåòñÿ, áîëåå òîãî, ñîõðàíÿåòñÿ äèñêðèìèíàíò pr−q2 . Â ñëó÷àå
pr− q2 6= 0 çà ñ÷åò âûáîðà íîâîé êîîðäèíàòû zˆ1 ñåìåéñòâî (18) ìîæíî ïðèâåñòè ê
âèäó
zˆ2 = 2qˆzˆ1, (19)
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à ïðè pr − q2 = 0  ê âèäó
zˆ2 = rˆ. (20)
Îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà îðèñåð (20) ÿâëÿåòñÿ òàêæå îðèñåðîé, à îãèáàþùåé ñå-
ìåéñòâà îðèñåð (19) ÿâëÿåòñÿ öèëèíäð ðàäèóñà ln
√
|pˆrˆ − qˆ2| = ln |qˆ| .
Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîåêòèâíîé êîîðäèíàòû z1 → zˆ1 è èíäóöèðîâàííîå ïðåîáðà-
çîâàíèå êîîðäèíàòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà z2 → zˆ2 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîé
îðìóëû, ââîäÿ êîìïëåêñíî-äóàëüíóþ êîîðäèíàòó z = z1 + εz2 , ε2 = 0 . Òîãäà
êîîðäèíàòû zˆ = zˆ1 + εzˆ2 è z ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
zˆ =
az + b
cz + d
, (21)
ãäå a, b, c, d ∈ C è ad− bc 6= 0 .
Åñëè ðàññìîòðåòü áîëåå îáùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, ñ÷èòàÿ â (21) êîý-
èöèåíòû a, b, c, d êîìïëåêñíî-äóàëüíûìè ÷èñëàìè, òî â ìíîãîîáðàçèè îðèñåð
ïðîñòðàíñòâà L3 âîçíèêàåò 12-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðè ýòîì
ñåìåéñòâî îðèñåð (18), êàê è âûøå, ïåðåõîäèò â àíàëîãè÷íîå ñåìåéñòâî îðèñåð.
Íî â ýòîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî, èìåþùåå îãèáàþùóþ, ÿâëÿþùóþñÿ ýêâèäèñòàíòíûì
öèëèíäðîì, ìîæåò ïåðåéòè â ñåìåéñòâî ñ îãèáàþùèì ýêâèäèñòàíòíûì öèëèíäðîì
äðóãîãî ðàäèóñà, â ÷àñòíîñòè, â ïðÿìóþ èëè îðèñåðó. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè àíàëîãàìè îðèöèêëè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàãåððà â
ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî L2 [93℄.
Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T rMn n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ìíîãîîáðàçèå íàä àëãåáðîé ïëþðàëüíûõ ÷èñåë R(εr) , ìîäåëèðóåìîå R(εr)-
ìîäóëåì R(εr)n ðàçìåðíîñòè n (íàä R(εr)). Â.Â. Âèøíåâñêèì áûëè ïîñòðîåíû è
èññëåäîâàíû òàê íàçûâàåìûå ïîëóêàñàòåëüíûå ðàññëîåíèÿ íàä ñòóïåí÷àòî ðàññëî-
åííûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, íåñóùèå èíòåãðèðóåìûå ñòðóêòóðû íåðåãóëÿðíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé àëãåáðû ïëþðàëüíûõ ÷èñåë [4℄. Â ÷àñòíîñòè, èì è åãî ó÷åíèêàìè áûëà
ïîñòðîåíà òåîðèÿ ëèòîâ ïðîåêòèðóåìûõ òåíçîðíûõ ïîëåé è ëèíåéíûõ ñâÿçíîñòåé
ñ ìíîãîîáðàçèÿ íà åãî ïîëóêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå (ñì. [4, 6, 7℄).
Â ðàáîòå [88℄ À.Ï. Øèðîêîâûì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñòåñòâåííûå ñòðóêòóðû
ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðàìè âîçíèêàþò íà ðàññëîåíèÿõ áåñêîíå÷íî áëèçêèõ òî÷åê
â ñìûñëå À. Âåéëÿ [126℄. àññëîåíèÿ Âåéëÿ èãðàþò âàæíóþ ðîëü â äèåðåíöè-
àëüíîé ãåîìåòðèè âûñøåãî ïîðÿäêà è òåîðèè åñòåñòâåííûõ îïåðàöèé â äèåðåí-
öèàëüíîé ãåîìåòðèè [115℄, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ê ðàññëîåíèÿì Âåéëÿ
ïðèâîäÿò ðàññëîåííûå óíêòîðû, ñîõðàíÿþùèå ïðîèçâåäåíèå (ñì. [113, 115℄). åî-
ìåòðèè ðàññëîåíèé Âåéëÿ ïîñâÿùåíî ìíîãî èññëåäîâàíèé (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû
Ë.-Í. Ïàòòåðñîíà [120℄, À. Ìîðèìîòî [119℄, È. Êîëàðæà [114℄; ïîäðîáíóþ áèáëèî-
ãðàèþ ìîæíî íàéòè â [8, 88, 115℄).
Êîíå÷íîìåðíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àññîöèàòèâíàÿ óíèòàëüíàÿ àëãåáðà A íàçûâà-
åòñÿ ëîêàëüíîé â ñìûñëå À. Âåéëÿ, åñëè îíà îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëü-
íûì èäåàëîì m è àêòîðàëãåáðà A/m èçîìîðíà àëãåáðå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
R . Ïóñòü M  ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à C∞(M)  àëãåáðà ãëàäêèõ óíêöèé íà M .
A-òî÷êîé, áëèçêîé ê x ∈M , íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðèçì x′ : C∞(M)→ A òàêîé, ÷òî
âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýëåìåíòà x′(f) ∈ A ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì f(x) . Ìíîæåñòâî
TAM âñåõ A-áëèçêèõ òî÷åê ìíîãîîáðàçèÿ M ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì,
ðàññëîåííûì íàä M , íàçûâàåìûì ðàññëîåíèåì Âåéëÿ [115, 126℄. Îáðàç x′(f) ãëàä-
êîé óíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ åå çíà÷åíèÿìè â êàê óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x , ïîýòîìó èìåþò ñìûñë çíà÷åíèÿ X i = x′(hi) ãîìîìîðèçìà x′ íà êîîðäèíàò-
íûõ óíêöèÿõ hi : U ∋ x 7→ xi ∈ R . Îòîáðàæåíèÿ Hi : π−1(U) ∋ x′ 7→ X i ∈ A ,
ãäå π : TAM ∋ x′ 7→ x ∈ M  åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ, îïðåäåëÿþò A-çíà÷íûå
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êîîðäèíàòíûå óíêöèè íà π−1(U) , à ïðåîáðàçîâàíèÿ A-çíà÷íûõ êîîðäèíàò X i
′
=
= Φi
′
(X i) îêàçûâàþòñÿ åñòåñòâåííûìè ïðîäîëæåíèÿìè ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò
xi
′
= ϕi
′
(xi) íà ìíîãîîáðàçèè M . Íàëè÷èå ñòðóêòóðû ìíîãîîáðàçèÿ íàä àëãåáðîé
A íà ðàññëîåíèè Âåéëÿ TAM ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü òåîðèþ ëèòîâ ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñòðóêòóð ñ áàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ M íà ðàññëîåíèå Âåéëÿ TAM íà îñíîâå èñïîëü-
çîâàíèÿ åñòåñòâåííûõ ïðîäîëæåíèé âåùåñòâåííûõ äèåðåíöèðóåìûõ óíêöèé â
àëãåáðó A . Â ÷àñòíîñòè, áûë ïîëó÷åí îòâåò íà âîïðîñ [108℄, ïî÷åìó âîçíèêàþò ïðî-
áëåìû ñ ïîñòðîåíèåì ëèòîâ òåíçîðíûõ ïîëåé îïðåäåëåííûõ òèïîâ íà ðàññëîåíèå
TAM : ïîñòðîåíèå ïîëíîãî ëèòà òåíçîðíîãî ïîëÿ êàê îäíîçíà÷íîé ðåàëèçàöèè
A-ïðîäîëæåíèÿ ýòîãî ïîëÿ âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå ðîáåíèóñîâîé àëãåáðû A .
Â äàëüíåéøåì ðàññëîåíèÿ Âåéëÿ â Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå èçó÷àëèñü Â.Â.Øó-
ðûãèíûì, Ë.Á. Ñìîëÿêîâîé, .Í. Áóøóåâîé [101℄, [51, 103, 109℄. Â ðàáîòàõ [101℄, [103℄
èññëåäîâàëñÿ âîïðîñ î êðèòåðèÿõ ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ íàä ëîêàëüíîé
àëãåáðîé A íåêîòîðîìó ðàññëîåíèþ Âåéëÿ, â ðàáîòå [109℄ èçó÷àëàñü ãåîìåòðèÿ
ðàññëîåíèé Âåéëÿ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ. àáîòà [51℄ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ
ñèíåêòè÷åñêèõ ëèòîâ â ñìûñëå À.Ï. Øèðîêîâà ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà îáîá-
ùåííûå ðàññëîåíèÿ Âåéëÿ ñëîåíûõ ìíîãîîáðàçèé.
4. Äðóãèå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé (ãåîìåòðèÿ Ëàãåððà,
áåñêîíå÷íîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ, ïðîåêòèðîâàíèå ñâÿçíîñòåé â
ðàññëîåíèÿõ, ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî)
Ïðåäëîæèâ ñâîåìó äèïëîìíèêó Â.Å. Ôîìèíó çàíÿòüñÿ äèåðåíöèàëüíîé ãåî-
ìåòðèåé áåñêîíå÷íîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, À.Ï. Øèðîêîâ èíèöèèðîâàë ïîÿâëåíèå
íîâîãî íàïðàâëåíèÿ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé íà êàåäðå ãåîìåòðèè. Ïðèìåðàìè áåñ-
êîíå÷íîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòè â òîïîëîãè÷åñêèõ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ (ïðîñòðàíñòâàõ Áàíàõà, èëüáåðòà è Ôðåøå), ãðàññìàíîâû ìíîãîîá-
ðàçèÿ çàìêíóòûõ âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà, äîïóñêàþùèõ
òîïîëîãè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ, à òàêæå ìíîãîîáðàçèå C(X,Y ) ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé
êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X â ìíîãîîáðàçèå Y è ðàçëè÷íûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ
ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Èíòåðåñíî, ÷òî óíêòîð FX : Y → C(X,Y ) ïîçâîëÿåò ïåðåíå-
ñòè ðàçëè÷íûå ñòðóêòóðû, çàäàííûå íà Y (ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü, ðèìàíîâà ìåòðèêà
è ò. ï.), íà ìíîãîîáðàçèå C(X,Y ) . Ìíîãèå ñâîéñòâà êîíå÷íîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé
ñîõðàíÿþòñÿ è â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áåñ-
êîíå÷íîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò è ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ îò êîíå÷íîìåðíûõ.
Òàê, íàïðèìåð, ïàðà ðèìàíîâûõ ìåòðèê Ëåâè-×èâèòà íà îäíîì è òîì æå êîíå÷-
íîìåðíîì äèåðåíöèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè M îïðåäåëÿåò íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè
ëèíåéíûå ñâÿçíîñòè, èìåþùèå îáùèå ãåîäåçè÷åñêèå. Íî äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ M ýòî ìîæåò íå èìåòü ìåñòà [59℄.
Â.Å. Ôîìèíûì áûëî îïðåäåëåíî ïîíÿòèå áàíàõîâà ìíîãîîáðàçèÿ íàä áàíàõîâîé
àëãåáðîé, â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïðèìåðîâ ðàññìîòðåíî áàíàõîâî ìíîãîîáðàçèå M
ïîòî÷å÷íî êîíîðìíûõ ðèìàíîâûõ ñòðóêòóð íà êîíå÷íîìåðíîì êîìïàêòíîì ìíî-
ãîîáðàçèè Mn êëàññà C
r
. Ìíîãîîáðàçèå M áóäåò ãîëîìîðíûì íàä áàíàõîâîé àë-
ãåáðîé F(Mn) óíêöèé êëàññà C
r
íà Mn . Íà M îïðåäåëÿåòñÿ F -ãîëîìîðíàÿ
ðèìàíîâà ìåòðèêà, íàéäåíû ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè ýòîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ
[62℄. Ó÷åíèê Â.Å. Ôîìèíà Ê.Á. Èãóäåñìàí â ñâîåé êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè [23℄
èçó÷àë ìíîãîîáðàçèÿ òèïà Ôðåøå íàä àëãåáðàìè Ôðåøå è, â ÷àñòíîñòè, ïðåäûäó-
ùèé ïðèìåð ìíîãîîáðàçèÿ ïîòî÷å÷íî êîíîðìíûõ ðèìàíîâûõ ñòðóêòóð, ãäå âñå
îáúåêòû èìåþò êëàññ äèåðåíöèðóåìîñòè C∞ . Íà òàêîì ìíîãîîáðàçèè, êàê è â
êîíå÷íîìåðíîé ñèòóàöèè, âîçíèêàþò åñòåñòâåííûå ñëîåíèÿ, ïîðîæäàåìûå äàííîé
ñòðóêòóðîé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîòû óêàçàííûõ ñëîåíèé ïðèøëîñü ïîñòðî-
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èòü îñíîâû òåîðèè ìíîãîîáðàçèé òèïà Ôðåøå íàä àëãåáðàìè è òåîðèè ñëîåíèé íà
òàêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ [24℄.
Àñïèðàíò À.Ï. Øèðîêîâà Å.Í. Ñîñîâ â ñâîåé êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè çàíè-
ìàëñÿ âîïðîñàìè ðåëÿòèâíîé ëèíåé÷àòîé ãåîìåòðèè [52℄, èñïîëüçóÿ óñòàíîâëåííóþ
Àëåêñàíäðîì Ïåòðîâè÷åì ñâÿçü ìåæäó ëèíåé÷àòîé ãåîìåòðèåé àèííûõ è íååâ-
êëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ è ãåîìåòðèåé êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé ãèïåðïîâåðõíîñòåé
ýòèõ ïðîñòðàíñòâ [85, 86, 89℄. Â äàëüíåéøåì Å.Í. Ñîñîâ çàíÿëñÿ èçó÷åíèåì ãåîìåò-
ðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ [53℄ è, â ÷àñòíîñòè, áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ
Ëîáà÷åâñêîãî.
Äðóãîìó ñâîåìó ó÷åíèêó Ê.Ì. Åãèàçàðÿíó Àëåêñàíäð Ïåòðîâè÷ ïðåäëîæèë çà-
íÿòüñÿ èññëåäîâàíèåì âîïðîñîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ ñâÿçíîñòåé, çàäàííûõ
íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå äèåðåíöèðóåìîãî ðàññëîåíèÿ, íà áàçó ýòîãî ðàñ-
ñëîåíèÿ. àíåå â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñëîåíèÿ ñ îäíîìåðíûìè ñëîÿìè ïðîåêòèðîâàíèå
ñâÿçíîñòåé áûëî ðàññìîòðåíî â ðàáîòå Ê. ßíî è Ø. Èøèõàðû [127℄. Ìåòîä ïðîåê-
òèðîâàíèÿ, ðàçðàáîòàííûé Ê.Ì. Åãèàçàðÿíîì â [17, 20℄ äëÿ ãëàâíûõ ðàññëîåíèé,
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü λ = (E , π,B, G)  ãëàâíîå ðàññëîåíèå ñ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì E ,
áàçîé B , ïðîåêöèåé π : E → B è ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Ëè G . Åñëè γ  èí-
èíèòåçèìàëüíàÿ ñâÿçíîñòü íà λ , ∇  ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü íà E , èíâàðèàíòíàÿ
îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ G , òî íà B âîçíèêàåò ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü
∗
∇ (Γ-ïðîåêöèÿ
èëè ïðîåêöèÿ ñâÿçíîñòè ∇ ïî Åãèàçàðÿíó): äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X,Y íà
B è ëþáîé òî÷êè x ∈ B
(
∗
∇XY )(x) = Tzπ[(∇X′Y
′)(z)],
ãäå X ′, Y ′  ãîðèçîíòàëüíûå ëèòû âåêòîðíûõ ïîëåé X,Y ñîîòâåòñòâåííî, à z ∈
∈ π−1(x)  ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ñëîÿ.
Îáðàòíî, ïî âñÿêîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè
∗
∇ íà áàçå B , dimB = n , åäèíñòâåííûì
îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇ (êàíîíè÷åñêèé ëèò ñâÿçíîñòè
∗
∇)
íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå E ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ λ ñ èíèíèòåçèìàëüíîé ñâÿçíî-
ñòüþ γ , èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî G , dimG = m , ïðîåêöèåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
∗
∇ . À èìåííî, ïóñòü {ei} , i = 1, . . . , n ,  ïîëå ðåïåðîâ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå
U ⊂ B è
∗
∇eiej =
∗
Γkijek, i, j, k = 1, . . . , n.
Ïóñòü, äàëåå, Ei , i = 1, . . . , n ,  ãîðèçîíòàëüíûå ëèòû âåêòîðíûõ ïîëåé ei íà
π−1(U) ⊂ E , à {Eα} , α = n + 1, . . . , n +m ,  íàáîð óíäàìåíòàëüíûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé íà E , ñîîòâåòñòâóþùèé íåêîòîðîìó áàçèñó àëãåáðû Ëè ñòðóêòóðíîé ãðóïïû
G . Òîãäà ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇ íà π−1(U) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè:
∇EαEβ=∇EαEj=∇EiEβ=0, ∇EiEj=Γ
k
ijEk, i, j=1, . . . , n, α, β=n+1, . . . , n+m,
ãäå
Γkij(z) =
∗
Γkij(π(z)), z ∈ π
−1(U).
Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò íè îò âûáîðà ëîêàëüíîãî ïîëÿ ðåïåðîâ {ei} , íè îò âû-
áîðà óíäàìåíòàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé Eα , ïîýòîìó ñâÿçíîñòü ∇ îïðåäåëÿåòñÿ
íà E ãëîáàëüíî.
Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðîåêòèðîâàíèÿ Ê.Ì. Åãèàçàðÿíîì áûë ïîëó÷åí öåëûé
êëàññ ëèíåéíûõ ñâÿçíîñòåé íà ãðàññìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ [21℄, âêëþ÷àþùèé â
ñåáÿ ëîêàëüíî ïðîåêòèâíî ïëîñêèå ñâÿçíîñòè. Ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ
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ñâÿçíîñòåé áûë ðàñïðîñòðàíåí Â.Å. Ôîìèíûì è .. Þëüìåòîâûì íà áåñêîíå÷-
íîìåðíûå áàíàõîâû ìíîãîîáðàçèÿ [60℄ è ìíîãîîáðàçèÿ Ôðåøå [61℄. À.Ï. Øèðî-
êîâûì ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ áûë ïðèìåíåí ïðè ââåäåíèè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè íà
p-ïàðàìåòðè÷åñêîé êîíãðóýíöèè P n-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ n(p+1)-ìåðíîãî âå-
ùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ln(p+1) [19℄. Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî Ln(p+1)
ðàññìàòðèâàëîñü êàê âåùåñòâåííàÿ ìîäåëü (p+ 1)-ìåðíîãî ìîäóëÿ Lp+1(An) íàä
àññîöèàòèâíîé êîììóòàòèâíîé óíèòàëüíîé àëãåáðîé An , à êîíãðóýíöèÿ P ñîñòîÿ-
ëà èç n-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ 1-ìåðíûì ïîäìîäóëÿì ìîäóëÿ
Lp+1(An) . Â ýòîé ñâÿçè ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå ðàáîòû Ê.Ì. Åãèàçàðÿíà [16, 18℄,
ïîñâÿùåííûå ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðàìè è êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé.
Â ðàáîòå [26℄ àñïèðàíòêè Àëåêñàíäðà Ïåòðîâè÷à Ë.Ì. Êðåññ áûëè ïîñòðîåíû
ëèíåéíûå ñâÿçíîñòè
∗
∇ íà òðåõìåðíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå RP 3 ìåòîäîì
Γ-ïðîåêòèðîâàíèÿ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇ , çàäàííîé íà ÷åòûðåõìåðíîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå L4 , íà êîòîðîì äåéñòâóåò ÷åòûðåõìåðíàÿ ãðóïïà Ëè G ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ ïó÷îê áèëèíåéíûõ íåâûðîæäåííûõ îðì íà L4 , ïðè÷åì
∇ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ G . àññìîòðåíû ïðèìåðû òàêèõ ãðóïï Ëè
G , íàéäåíû êîýèöèåíòû ñâÿçíîñòåé ∇ è
∗
∇ .
Ïîíÿòèå Γ-ïðîåêòèðóåìîé ñâÿçíîñòè íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ãëàâíîãî ðàñ-
ñëîåíèÿ ñ èíèíèòåçèìàëüíîé ñâÿçíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ïðîåê-
òèðóåìîé ñâÿçíîñòè. Á.Í. Øàïóêîâûì [64℄, èçó÷àâøèì ïðîåêòèðóåìûå ñâÿçíîñòè,
â ÷èñëå äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ, áûëè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ,
ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ïðîåêòèðóåìàÿ ñâÿçíîñòü áóäåò Γ-ïðîåêòèðóåìîé.
Àëåêñàíäð Ïåòðîâè÷ è åãî ó÷åíèêè ïîëó÷èëè ìíîãî èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ,
ñâÿçàííûõ ñ ïåðåíîñîì è îáîáùåíèåì ãåîìåòðèè Ëàãåððà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íà
ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî.
Ïóñòü M  ìíîæåñòâî âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ ïðÿìûõ â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè
E2 . Ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî áèåêòèâíî îòîáðàçèòü íà êîìïëåêñíóþ ïðîåêòèâíóþ
ïðÿìóþ CP 1 , íà êîòîðîé äåéñòâóåò øåñòèìåðíàÿ ãðóïïà Ëè G6 êîìïëåêñíûõ
ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ñòðóêòóðà ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà CP 1 è äåé-
ñòâèå ãðóïïû G6 ïåðåíîñÿòñÿ íà M . Ýòà ãðóïïà G6 , äåéñòâóþøàÿ íà M , íàçû-
âàåòñÿ ãðóïïîé Ëàãåððà, à ñâîéñòâà îáúåêòîâ â M , ñîõðàíÿþùèåñÿ ïðè äåéñòâèè
G6 , ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå ãåîìåòðèè Ëàãåððà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2 [106℄.
Àëåêñàíäð Ïåòðîâè÷ ïîñòðîèë àíàëîã ýòîé ãåîìåòðèè, âçÿâ âìåñòî E2 ïëîñêîñòü
Ëîáà÷åâñêîãî L2 , à â êà÷åñòâå M  ìíîæåñòâî âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ îðèöèêëîâ
(îðòîãîíàëüíûõ òðàåêòîðèé ïó÷êîâ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ) â L2 . Òàê êàê M áèåê-
òèâíî äóàëüíîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé R(ε)P 1 (R(ε)  àëãåáðà äóàëüíûõ ÷èñåë), òî
íà M ñ R(ε)P 1 ïåðåíîñèòñÿ ñòðóêòóðà ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ è äåéñòâèå ãðóïïû
Ëè G6 äóàëüíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðóþ íàçûâàþò ãðóïïîé Ëàãåð-
ðà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. ðóïïà G6 èçîìîðíà ãðóïïå ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ
áèàêñèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà è ëîêàëüíî èçîìîðíà ãðóïïå
äâèæåíèé òðåõìåðíîãî ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà [56℄. Â ðàáîòàõ À.Ï. Øèðî-
êîâà è Í.Â. Òàëàíòîâîé [58, 93℄ è â êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèÿõ è ñòàòüÿõ ó÷åíèêîâ
Àëåêñàíäðà Ïåòðîâè÷à Ì.À. Ìèêåíáåðãà [34℄ è Ê.Ï. Øóñòîâîé [105℄ áûëè ïîëó-
÷åíû ìíîãî÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ãåîìåòðèè Ëàãåððà ïëîñêîñòè è
n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî.
Â ðàáîòå [94℄ Àëåêñàíäð Ïåòðîâè÷ óñòàíîâèë ëþáîïûòíûå ñâÿçè ìåæäó ÷åòû-
ðåõìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì Ëîáà÷åâñêîãî è àëãåáðîé êâàòåðíèîíîâ.
Â âåùåñòâåííîì ïÿòèìåðíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå RP 5 ðàññìàòðèâàåòñÿ
ãèïåðêâàäðèêà Σ ñ óðàâíåíèåì
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x4)2 + (x5)2 − (x1)2 = 0
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îòíîñèòåëüíî ïðîåêòèâíîãî ðåïåðà {E1, . . . , E6, E} . Íà Σ çàäàåòñÿ àâòîïîëÿðíàÿ
íîðìàëèçàöèÿ ñ íîðìàëÿìè 1-ãî ðîäà, îáðàçóþùèìè ñâÿçêó ïðÿìûõ ñ öåíòðîì â
E4 . Ñ ïîìîùüþ ñòåðåîãðàè÷åñêîé ïðîåêöèè èç òî÷êè N(0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1)
íà ãèïåðïëîñêîñòü x6 = 0 íà Σ ââîäÿòñÿ ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (u1, u2, u3, u4) .
Ïðè ýòîì ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè èç Σ\{N} ñëåäóþùèì îáðàçîì
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êðèâîëèíåéíûå:
2u1 : 2u2 : 2u3 : 2u4 :
(
1−
4∑
i=1
(ui)2
)
:
(
1 +
4∑
i=1
(ui)2
)
.
Âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ íîðìàëèçîâàííîé ãèïåðêâàäðèêè Σ ñîâïàäàåò ñ âíóò-
ðåííåé ãåîìåòðèåé àâòîïîëÿðíî íîðìàëèçîâàííîé ãèïåðïëîñêîñòè H4 , çàäàííîé
óðàâíåíèåì x4 = 0 , ïîëÿðèòåòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ Σ∩H4 , à íîðìàëÿìè 1-ãî ðîäà
ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå ñâÿçêè ñ öåíòðîì â E4 . Ïðè ýòîì íà H4 âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ
ïàðàìåòðèçàöèÿ:
2u1 : 2u2 : 2u3 : 0 :
(
1−
4∑
i=1
(ui)2
)
:
(
1 +
4∑
i=1
(ui)2
)
.
Èç äåðèâàöèîííûõ óðàâíåíèé ïîëÿðíî íîðìàëèçîâàííîé ãèïåðïëîñêîñòè H4
íàõîäÿòñÿ êîîðäèíàòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij ïðîñòðàíñòâà H4 :
gij =
1
(u4)2
δij , i, j = 1, 2, 3, 4,
è êîýèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùåé ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè ∇ .
Ïóñòü òåïåðü H  àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ ñ êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì {i, j, k, 1} .
Òî÷êå u ∈ H4 ñ êðèâîëèíåéíûìè êîîðäèíàòàìè (u
1, u2, u3, u4) ïîñòàâèì â ñîîòâåò-
ñòâèå êâàòåðíèîí U = u1i+ u2j + u3k+ u4 . Â ñèëó ëèíåéíîñòè ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ
âåêòîðó v ∈ TuH4 ≡ H4 ñ êîîðäèíàòàìè (v
1, v2, v3, v4) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü êâà-
òåðíèîí V = v1i+v2j+v3k+v4 ∈ TUH ≡ H . Òîãäà, åñëè v = v(u) = (v
i(u1, . . . , u4)) ,
w = w(u) = (wi(u1, . . . , u4)) , i, j = 1, 2, 3, 4,  âåêòîðíûå ïîëÿ íà H4 , à V = V (U) ,
W = W (U)  ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëÿ êâàòåðíèîíîâ íà H , òî âåêòîðíîìó ïîëþ ∇wv
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïîëå êâàòåðíèîíîâ
(∇WV )(U) = DVU (W (U))−
1
2ReU
(V (U) ·W (U) +W (U) · V (U)),
ãäå DVU  äèåðåíöèàë â òî÷êå U îòîáðàæåíèÿ V : U ∈ H → V (U) ∈ H ,
ReU = u4  âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êâàòåðíèîíà U .
Ñèììåòðèè â ãèïåðïëîñêîñòÿõ è èíâåðñèè â ãèïåðñåðàõ â ïðîñòðàíñòâå H4
ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê èíâîëþòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êâàòåðíèîííîé ïåðåìåííîé
U −→ U˜ =
−AU¯A+ 2bA
‖A‖2
,
U −→ U˜ = B + (p+ ‖B‖2)
U −B
‖U −B‖2
,
ãäå b, p ∈ R , A,B ∈ H  âåùåñòâåííûå è êâàòåðíèîííûå ïàðàìåòðû, U¯ = −u1i−
− u2j − u3k + u4  ñîïðÿæåííûé ê U êâàòåðíèîí, ‖A‖2 = A · A¯  êâàäðàò íîðìû
êâàòåðíèîíà A .
Êîíîðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è äâèæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà H4 ìîæíî òàêæå ïðåä-
ñòàâëÿòü êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà H . Îñîáåííî ïðîñòî ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â
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îðìóëàõ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíèíèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé  âåêòîðíûõ
ïîëåé íà H .
Â êðóã íàó÷íûõ èíòåðåñîâ Àëåêñàíäðà Ïåòðîâè÷à âõîäèëè è âîïðîñû ìåõàíèêè
íååâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ [74℄, à îäèí èç åãî ïåðâûõ àñïèðàíòîâ Ì.Ñ. Êðþêîâ
çàíèìàëñÿ èçó÷åíèåì äâèæåíèÿ òåëà ïî èíåðöèè â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî [29℄,
[30℄.
Summary
V.E. Fomin, V.V. Shurygin. An Essay on Sienti and Pedagogial Biography of
A.P. Shirokov.
The artile ontains a brief biography of professor A.P. Shirokov (19261998), an eminent
Kazan geometriian, Honoured Siene Worker of the Russian Federation. It reets the
ontribution that has been made by A.P. Shirokov and his disiples to the geometry of
generalized biaxial spaes, theory of manifolds over algebras, geometry of tangent bundles
and Weil bundles, Laguerre geometry, geometry of innite dimensional manifolds, theory of
onnetions in ber bundles, geometry of non-Eulidean spaes and other areas of researh in
modern geometry.
Key words: Banah manifold, 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